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Vollstandige Induktion

Beweisprinzip der vollstindigen Induktion: Zu jeder natiirlichen Zahl n € IN sei eine Aussage
A(n) gegeben. Alle Aussagen A(n) sind richtig, wenn man beweisen kann:

o [ Induktionsanfang: A(1) ist richtig
o II Induktionsschritt: Fiir jedes n, fir welches A(n) richtig ist, ist auch A(n + 1) richtig.

Man kann sich dies vorstellen wie das Umfallen einer Reihe von Dominosteinen. Es ist an-
schaulich klar, dass alle Dominosteine umfallen, wenn man den ersten Dominostein umschmeif3t
und sicherstellen kann, dass wenn ein Dominostein umfallt, auch der nachfolgende umfallt. In
dieser Analogie ist dann also der n-te Dominostein die Aussage A(n) und das Umfallen dieses
Dominosteins der Beweis von A(n).

Dieses Prinzip kann nicht ,hergeleitet” oder ,,bewiesen® bewiesen werden, sondern ist Teil des
Axiomensystems der natiirlichen Zahlen. Eine axiomatische Charakterisierung der natiirlichen
Zahlen beinhaltet ndmlich immer ein Axiom in der Art:

Gilt fiir eine Teilmenge B C IN der natiirlichen Zahlen, dass 1 € B und fiir jedes
n € B auch n+ 1 € B, dann ist schon B = IN.

Nimmt jetzt fiir B die Menge aller Indexe n, fiir die A(n) wahr ist, also B := {n € IN|A(n) ist wahr },
so erhélt man genau das Induktionsprinzip.

Nun ein Beispiel: Gaufische Summenformel:
Fiir jede natiirliche Zahl n gilt:

n 1
Z v=_—n(n+1).
2
v=1
Beweis:
e [ Induktionsanfang: Es ist 211/:1 v=1= % -1-2.

o II Induktionsschritt:
Induktionsvoraussetzung: Es sei n € IN und fiir dieses n gelte >/, v = in(n +1).
Dann ist

n+1 n 1
v o= Y v+n+l)= Fn(n+1) +(n+1)
v=1

Induktionsvoraussetzung

= (n+1) (;n—i-l) = %(n+1)(n+2),

und somit die Giiltigkeit der Aussage auch fiur (n + 1) gezeigt.
Nach dem Induktionsprinzip gilt also fiir alle natiirlichen Zahlen n:

Zu: %n(n—i—l).

v=1
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Héaufige Fehler, die am Anfang gemacht werden sind:

e nur den Induktionsschritt machen, aber den Induktionsanfang vergessen. Damit kann
man etwa zeigen, dass n = n + 1 fir alle n € IN gilt.

o Induktionsvoraussetzung: Fiir alle n € IN gelte A(n). Macht man diese Annahme, so hat
man nichts mehr zu beweisen, denn dies ist ja gerade die Behauptung.

o Induktionsannahme: Es sei n € IN und es gelte A(n + 1). Im Induktionsschritt wird jetzt
unter Verwendung von A(n) die Giiltigkeit von A(n + 1) gezeigt. Hier wird einfach die
falsche Annahme aufgeschrieben. Es macht natirlich keinen Sinn um A(n + 1) zu zeigen,
A(n + 1) schon anzunehmen, vor allem, wenn man dann tatsdchlich A(n) verwendet.



